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1. Sei u € C%(]0,00) x R) die Losung der eindimensionalen Wellengleichung

0? 0?
Tg(t,x) = a—;;u(t,x), t>0, xr €R,

mit den Anfangswerten

du

ot
(a) Sei u € C?([0,00) x R) gegeben. Wir definieren die Funktion v € C%(Q),

u(0,2) = f(z) und (0,2) =g(zx), z€R.

Q={(&mn) e R*|£+n >0},
durch B
v(&n) =w+n&—n), (§n) €
Zeigen Sie, dafl u genau dann eine Losung der eindimensionalen Wellenglei-

chung ist, wenn v die Gleichung

82
f;n(&m)ﬂ) fir alle  (£,77) € Q

erfiillt.
(b) Folgern Sie, daf sich jede Lésung in der Form
u(t,z)=F@t—z)+Glt+=x), t>0, xR,
schreiben 148t, und bestimmen Sie die Funktionen F' und G aus den An-

fangsbedingungen.

2. Sei u € C?([0,00) x R) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung

0%u , 0%u
w(t,lﬂ)zc @(t,m), t>0, CL‘ER,
zur Wellengeschwindigkeit ¢ > 0 mit Anfangsdaten ug € C?(IR) mit kompaktem
Tréger:
u(0,x) =up(z), =€l



(a) Zeigen Sie, dafi dann die Energie E[u] : [0,00) — R,

ER(t) = ;/Z ((g?(t,w))2+cz (Z(t,@f) dz, >0,

der Welle u eine konstante Funktion ist.
(b) Sei nun allgemeiner I C R ein offenes Intervall, so dafl
ou

u(0,2) =0 und 5

(0,2) =0 firalle xe€R\I

gilt.
Zeigen Sie, daf} die Energie Er[u] : R — R,

Euful(t) = %/, ((?Z(t,x))g—&—cz (ZZ(t,m))Q> de, >0,

der Welle v auf dem Intervall I eine monoton fallende Funktion ist.

3. (Bonusaufgabe) Wir betrachten eine zur Zeit ¢ = 0 ruhende Saite der Linge 1,
deren Auslenkung u € C?([0,00) x [0,1]) aus der Gleichgewichtslage wir durch
die eindimensionale Wellengleichung

0?u 0%u

w(f,x) = @(t,x), t> 0, x € (071),

mit den Anfangswerten

ou
E(O,x)—(), z €[0,1],
u(0,2) =0, x € 10,1]

modellieren, wobei wir die Wellengeschwindigkeit der Einfachheit halber auf eins
normiert haben.

Als Randbedingung halten wir nun die Saite im Punkt x = 0 fest, verlangen also,
daf
u(t,0) =0 firalle t>0
gilt, und bewegen das andere Ende der Saite geméfl einer vorgegebenen Funktion
¢ € C*([0,00)) auf und ab:
u(t,1) = ¢(t) firalle ¢>0.
Um konsistent mit den Anfangsbedingungen zu bleiben, verlangen wir, dafl ¢(0) =
@'(0) = 0 gilt.
(a) Verwenden Sie die in Aufgabe 1.(b) hergeleitete Formel, um die Losung u
dieses Gleichungssystems zu bestimmen.
(b) Wie verhélt sich die Losung, wenn sich ¢ zu einer antisymmetrischen, 2-
periodische Funktion fortsetzen 148t, also
p(t+1)=—¢(t) furalle t>0

gilt?



